fratthesis , 3€, 1922
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Noles. Voici une démonstration analylique du théoreme de
M. GOORMAGHTIGH.
La figure étant rapportée & trois axes rectangulaires Owyz,

soient

Sy = COSuy -y Ccos Py +2C08yn — D =0 (n=1,2,3,4)

les équations des faces du tétraédre A,.u,; py,... sont les coor-
données normales absolues de O par rapporl & ce tétraédre.

Des coordonnées carlésiennes du centre de (B,) eétant
2P COS o, , 2p,, c0S B, 2Py COS Ya,
on trouve facilement pouf Pequation de cgtte sphere
2% -yt - 5 — APy, — R =0,

Par conséquent le point d’égale puissance par rapport aux
guatre spheres (B)),... vérifie les équations

~ [EN £ -
P10y == Paby = Puly = Pylye

Comme 3,, . . sont les coordonnées normales de ce point par
rapport au tétraédre A, le théoreme est démontré.

On pourrait démontrer de méme le théoréme de M. THEBAULT.
(J. N
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UN CHAPITRE DE L'EUVRE DE CAVALIERI
(Les Propositions XVI-XXVII de I'Ezercitatio Quarta),

par M. H. Bosmans, S.-J.

BoNAVENTURE CAVALIERI naquit 4 Milan vers 1598, et mourat 4 Bologne, le
3 décembre 1647. Treés jeune encore, il entra dans I'ordre de Saint-Jérdme,
ou des Jésuates. Il professa les Mathématiques & I'Université de Bologne, et
avait été antérienrcment 1'un des bons disciples de GariLEe. Il se lia aussi
d’amitié avec TORRICELLI, et leur correspondance. récemment publiée (1),
jette quelque jour sur I'ceuvre souvent si obscure de lillustre Hiéronymite.
La meilleure biographie de CavaLIErI esl celle que mon éminent ami, M. ANroNio
Favaro, a donnée, pendani la guerrs, dans les Atli del reale Istituto Venelo di
Scicnze Lettere ed Arti (2).

CAVALIERI a écrit d’assez nombreux ouvrages, ious rares, et quelques-uns
introuvahles dans les Bibliothéques belges. Les deux principaux sont ceux
qu'il consacra i I'analyse infinitésimale et qui firent sa réputalion : la Geometria
indivisibilibus continuorum novd quddam ratione promota (3), et les Exercitationes
Geometricae sex {+). Clest la partie principale de '« Exercitatio guaria » qui
fera l'objet de cette étude. o

Dans I'« Exercitatio prima », il s'agit de la premiere méthode des indivi-
sibles, et dans '« Exercitatio secunda » de la seconde. Voici d'abord leur
élément: commun ; j'expliquerai ensuite par quoi les deux méthodes different.
Dans l'une et V'autre, on suppose que les surfaces et les volumes sont compris
entre deux régles, Par ce mot, Cavanigsl enfend, suivant qu'il s'agit de plans

(1) Le Opere di Evaneerista TorriceLni, edite...da Gixo Loria e Giuseepr
Vassura. Vol. I, Faenza, Montanari, 1919.
(2) Amicic Corrispondenti di GALILEO GALILEL. — XXXI. BONAVENTURA CAVALIERI.

Tome LXXIV, 2 partie, pp. 761-767, avec un portrait de Cavarier.

Ce mémoire, écrit 2 un point de vue un peu spécial, comme le titve I'indigue,
doit étre complété par deux autres travaux du méme auteur :

BoNaveNTURA Cavavigri nello Studio di Bologna. Atti e Memorie della R. Depu-
tazione di Sioria pairia per la Provinzia di Romagna. Ser. III, Vol. VI, Bologna,
Fava et Garagnani, 1888, pp. 120-177. '

BonavENTURA CAVALIERI ¢ la quadratura della spirale. Rendiconti del R. Istuto
Lombardo di scienze e lettere. Ser. II, Vol. XXXVII. Milano, Rebeschini di
Turati, 1905, pp. 358-372.

(%) L'ouvrage eut deux éditions. l.a premiére « Bononiae Typis Clementis
Ferronii, 1635 », se trouvait avant la guerre a la Biblothéque de I'Université de
Louvain. Je me sers de Ja seconde « Bononiae. Ex typographid de Dueis, 1653 »,
(Univ. de Gand, Observ. d'Uccle). '

(4} Bononiae, Typis Jacobi Montii, 1647, (Univ, de Gand).




366 —

ou de solides, deux droiles ou deux plans paralldles. Les figures planes
doivent alors étre congues comme la somme d'une infinité de droites, les

solides comme celle d'une infinité de plans paralldles aux reégles. Ces droites .

el ces plans sont les indivisibles.

Dans la premiére méthode, on prouve que chaque indivisible de la premiére
figure est dans un rapport conslant avec l'indivisible correspondant de la
seconde. Soit, par exemple, & démontrer que le cone et la pyramide, de hases
équivalentles et de méme hauteur, ont des volumes équivalents. On prend
les bases des decux solides pour régle commuane ; on coupe les deux corps
par des plans paralléles aux régles ; chaque plan détermine respectivement
dans le cone et dans la pyramide an cercle et un triangle, dont les aires
sont dquivalentes. Done la somme des cercles vaut la somme des triangles ;
et par conséquent le volume du cone vaut celui de la pyramide.

Dans la seconde méthode, ce ne sont plas les indivisibles pris deux & deux,
mais seulement la somme des indivisibles de la premiére figure, qui est dans
un rapport constant avec la somme des indivisibles de la seconde. Nous en
verrons plus loin de nombreux-exemples.

L'« Exercitatio teriia » a pour but de réfuier les critiques dont les indivi-
sibles avaient éi¢ Vobjet, dans la Centrobaryca (1) du P. Guipix, 3.-J. Clest
peul-éire a celte occasion, que CAVALIERI fait entrevoir le moins confusément
comment il eroyait qu'on pouvait rendre la méthode des indivisibles rigou-
veuse; car, il n'a jamais pris la peine de faire lui-moéme ce travail. Dans
uune note remise, le 26 octobre 1922, 4 la 1 section de la Société scientifique,
jai dit, gqu'a mion avis du moins, il avait vu qu'on pouvait y arriver par
deux voies tres différentes, ce quon n'avait peul-étre pas assez remarqué
jusqu'ici. D'abord, en ramenant la méthode des indivisibles & la méthode
d'Arcummioe. Il suffit de remarquer que, par exemple, dans I'espace, les indi-
visibles peuvent étre remplacés par des prismes et des cylindres infinitésimaux
de méme hauteur. Mais, on peut y arriver aussi en supposant les indivisibles
rigoureusemelit sans épaisseur, & la condition de les animer d'une fluxion,
¢'est-a-dire d'un mouvement. Le mol et l'idée de CavariEnr firent plus tard
fortune dans I'Ecole de NEwTON.

L'« Exercitatio quinia » est consacrée i l'étude des « Graves » non homo-
génes. Enfin I'« Exercitatio sexta » pourrait s'intituler : Problémes divers.
CAVALIERL y prouve que, lorsqu'il voulait s’en donner la peine, il maniaiil es
méthodes purement géométrigues avec autant d'élégance que celles des
indivisibles, ’

(1) C'est sous ce nom que CAVALIERI et ses amis citent d'ordinaire l'ouvrage
de Gur.pix, dont le vrai titre é¢tait : Pavrt GuLpint Sanclo-Gallensis e Societate Jesu
de Centro Grawilalis... L'ouvrage est en quatre livres et en quatre volumes. Je l'ai
eu jadis en mains 3 la Bibliothéque de I'Universiié de Louvain, mais je n'en
connais. plus d’exemplaire dans les Bibliothéques belges.
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En 1639, CAvALIERI publia, & Bologne, une Centuria di varii problemi (1),
C’était un petit recueil de problémes sur des sujets-divers, mais ayant
tous pour hut commun de montrer 'utilité de Pemploi des logarithmes.
Apres le 100° et dernier exercice, 'auteur disait, en guise de Postface,
qu’il eut pu ajouter Lien d’autres exercices & sa collection, notamment
la mesure du fusean parabolique. Le sujet faisait alors grand bruit.
Dans sa Stereomelria dolioruwm (2) KipLER 1'avait lancé en defi a tous

les géomsaires. et notamment 4 WILLEBRORD SNELLIUS (?), d'aprés lui le

plus capable de tous. Depuis 1615, on cherchait en vain & rvelever le
gant, lorsque CAVALIERI s’y essaya & son tour, et v réussit. I avait
da, pour cela, établiv, une formule des plus importantes, dit-il lui-méme.
Il ’énonce ot les historiens des mathématiques y ont vu la découverte

et la premiére démonstration de Pintégrale définie

ra e
\ oM ==

BE) mE1

C'est effectivement Vun des beaux titres de gloire de CavaLierr, qui
en a d'ailleurs tant d’autres ! Mais, ¢noncée dans les termes absolus
qui précédent, l'assertion n’est pas tout a fait exacte. On force, je
crois, un peu la note, du moins si on prétend que la démonstration
de CavaLIERI est déja tout & fait rigoureuse. Je me propose de par-
courir une A une, les douze propositions qu'il nous a laissées sur le
sujet, aprés quoi le lecteur jugera.

L'auteur y faif, en tous cas, preuve d'une ingéniosité admirable.
Mieux que personne, il comprenait Vimportance de sa formule ct il
en a certainement prévu la fécondité. Aussi, a-i-il crn devoir nous
laisser P'histoire de sa découverte. CCest Vobjet de I'Introduction de
I’« Exercitatio quarta ». Je traduis. '

« Parmi les problémes que le trés subiil KEpLER proposa aux recherches des
mathématiciens, les plus fameux sont relatifs 3 la mesure des deux solides qu’il
a nommés, dans sa Siereometria doliorum, fuseaux parabolique et hyperbolique,
parce quele premier est engendré par une parabole, I'autre par une hyperbole,
quand chacune de ces deux figures tourne autour de sa base () propre. Comme
un jour, que labourant du soc de mon infelligence (ligone mentis) le champ de

(1) Bologna, per Grovaxyo MoxTi e Carro ZENNERO, 1639. (Univ. de Gand,
Bibl. royale de Belgique). i '

() Nova Stereometria Doliorum Vinariorum.., Authore JoanyE KLEPPERO (sic)...
1615. Lineii, Plancus. L'ouvrage a 6t6 reproduit, avec fac-simile du titre, par
Friscd;, dans son édition des Joansis KepLert Astronomi Opera omnia, t. IV,
Francfori-sur-le-Main et Erlangen, Herder et Zimmoer, 1863. Dans cetie dernicre
édition, le passage se trouve p. 601. ]

{3) WiLLEBRORD SNELLIUS naquit & Leyde, cn 1581, et y mourut, en 1626.

(#) Par « base », CavaLigri entend la corde qui sous-tend l'extrémité de I'arc.
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la science, je réfléchissais & ce genre de raesure, il advint que contre fouie aitente
je tombai sur un trésor, 4 mon avis beancoup plus précieux que la mesure de ces
solides qui me préoccupait si fort. Je trouvai celle-c¢i par aprés, 4 condition
toutefois, pour le fusean hyperholique, d’admetive que U'on connail la quadrature

de I'hyperbole (1). On le verra plus tard.

» C'est néanmoins le fuseau parabolique auquel je réfléchissais surtout. Je
remarquai qu'il était possible. de trouver sa raison, & condition qu'étant donné
un parallélogramme quelconque et sa diagonale, et qu'y prenant arbitrairement
pour régle un de ses coiés, on connut la raison de la somme des carrés-carrés
du parallélogramme, 2 la somme des carrés-carrcs faits sur les segments
déterminés par I'un quelconque des deux triangles».

11 s’agit du rapport de la somme des quatriémes puissances des indivi-
sibles du parallélogramme, & celle des quatriémes puissances des segments
de ces indivisibles déterminés par les c6tés de Y'un des deux triangles.
Quant & la raison du fuseau parabolique, c’est le rapport du volume de
ce fuseau a celui du cylindre circonscrit. Sans doute, 'expression de
CAVALIERY est singuligrement elliptique ; mais il parle d'un probléme dont
les données étaient connues par ses lecteurs. -

« Cherchant donc celie proporiion, je trouvai qu’elle éiail quintuple (c'est-a-
dire de 5 a 1). Rapprochant ensuite ce résultat de ceux du Livre II de ma
Géométrie, je me rappelai que dans la prop 19ilest dit que la somme des lignes
du parallélogramme est douhle de celle des lignes du {riangle: et dansla prop. 24,
que la somme des carrvés de ces lignes est triple de celles dés carrés des lignes
du triangle (2).

» Pour ne pas laisser d'intervalle entre les carrés et les carrés-carrés, je
m'appliquai a trouver aussile rapport de la somme des cubes des lignes du
parallélogramme, & la somme des cubes des lignes des difs triangles. Je décou-
vris qu'il était quadruple. Je vis done, non sans grande surprise, que la somme
des lignes était en raison double, celle des carrés en raison triple, celle des cubes
en raison quadruple, celle des carrés-carrés en raison quintuple. J’en conelus
que les carrés-cubes devaient étre en raison sextuple, les cubo-cubes en raison
septuple, et ainsi de suite, d"aprés I'ordre naturel des nombres, en commengant
par l'unité. Voila le trésor, que le premier que je sache, j'ai découvert & l'occa-
sion de Ja mesure du fuseau parabolique. Je I'ai signalé moi-méme aux géomeires,
avant 1640, apres le dernier probléme de ma Centuria ».

(1) La quadralure de la parabole ¢tait connue par ArcHIMEDE, mais celle de
I’hyperbole ne fut donnée qu'en 1647, par le Jésuite brugeois GREGOIRE DE SAINT-
VincenT. La manitre donl CavavLigri s'exprime ici, fait croire qu'il ne la connais-
sait pas encore.

) . . . - | I
(%) ArcHIMEDE avait donné une formule correspondani & LgzAzx = - G &
la fin de lintroduction de son traité Des Conoides ot des Sphéroudes; et une

auire correspondant & Sga2Aw =

1 . . .
5 a3 dans le corollaire de la 10° proposi-
tion du traite de la Spirale. Mais, CavarLisrt en avait douné d’auires énonces
et d’autres démonstrations.
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Cavaugr: dit ici, que les quadratures des paraboles de divers degrés
se déduisent immédiatement de sa formule, ainsi que beaucoup d’autres
théorémes « admirables » ; puis il continue :

« lladvint au temps ot je fis cette trouvaille, que passa parici le P. N1egron (1),
célebre par son clégant iraité Ds la Perspective Curiéuse. Jo lui fis part de ma
découverte, et de retour 4 Paris, il Ini plut de communiquer la susdite progression

et 1a mesure du fuseau parabolique a lillusire JrAN DE BRAUGRAND (%), que je .

connaissais déja. Pour moi, distrait par les circonstances, Jje passai i d'auires
travaux et n'y pensai plus. Mais, yar une lettre du tvés érudit P. MERSENXE,

J'appris inopinement le décés du dit Braugranp. Je recus, en méme temps,

par lui, la solation que ce BrAavGraND avait donnée de mes problémes, & I'insti-
gation du P. Nicgrox. Je m’affligeai heaucoup de la perte d'un si grand homme.
Les démonstraiions qu’on m'avait envoydes, me prouvaient son mérite. Comme
il m’ava}it devance dans le travail, je peusai encore beaucoup moins au sujet.
Ty revins enfin longtemps apres, et remarquai alors qie la théorie du Livre 1I
de ma Géométrie des indivisibles pouvait s’étendre & toutes les puissances cossiques
(c’est-.ét-dire algébriques, bien entendu entiéres) des figures planes. Mettant done
la main & I'ceuvre, je me suis étudié 4 ranger les propositions qui suivent, dans
le meilleur ordre possible. J'y ai intercalé les découvertes de BrAUGRAND, pour
qu'elles ne se perdent pas,-ct pour que (u en jouisses, cher lectear ! Tout ceci a
été travaillé pour ton bien. Recois-le avec bienveillance. Pardonne ce qui te
choquerait, ou te paraitrait disposé avee trop peu de soin. Adieu ! » (3).

Le style de CavauiEri est souvent sybillin. On a dit de lui, que si on
distribuait des prix d’obscurite, il devrait sans conteste emporter le pre-
mier (4). Si je répéte le propos, ¢’est pour justifier certains de mes calculs
intermédiaires qui pourraient paraitre superflus. Ils ne seront peut-étre

(1) NrcErox (1613-1640) appartient, comme MERSENST (1588-1648) a ordre des
Minimes. Sur sa Perspective curieuse, voir Poubra, Histoire de la Perspeclive ancienne
el moderne. Paris, Correard, 1864, pp, 397-429

(%) Malgré Véloge qu'en fait ici Cavarimri, Ie nom de Jrax o BEAUGRAND st
passé sous silence par les historicns des mathématiques. BEAUGRAND esi surtout
connu par le role peu flaiteur que Pascar lui préte dans le concours relatif 4 la
rouletie ou cycloide. Pour le petit nombre de renseignements que I'on posséde
en outre sur BEAUGRAND, voir I. M., t. X VI, 1909, Q. 35()'5, pp- 124 et 263-264.

{#) Cetie note historique de CAvaLIERI peut é(re précisée dans quelques détails,
par une letire qu'il écrivit & MErsexng. Datée de Bologne, Ie 23 novembre 1641,
elle a été publiée pour la premiére fois an T. 1V des Euvres de FERMAT (éd. PavuL
Taxnery et CHarves Hesry. Pavis, Gauthier-Villars, 1912, pp. 71-81). Nous
Y apprenons : :

1o Relativement 3 BrAuGRAND, qu'a la date ol CavaLIERI écril, le Géometre
francais était déja mort ;

2¢ Quen 1641, Cavarntgrr ignorait certainement encore la quadratore de
Phyperbole ; :

3o Que CAVALIERL avait envoyé des problémes a BEAUGRAND, en 1640,

(4} Hisloire des Sciences Mathématiques el Plysiques, par MaxiMiniex Marig, t 1V,
Paris, Gaathier-Villars, 1884, p. 90.
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pas inutiles 4 ceux qui auraient la curiosite, je ne dis pas de lire -~ on ne
lit pas CavariEr: ! — mais de chercher a deviner les énigmes du Géometre
italien. Celles-ci sont, Q’ailleurs, toujours aussi ingénieuses qu'instructives.

La théorie que nous allons analyser, se divise en deux parties bien
distinctes, traitées par des méthodes asser differentes. La premiére partie
est purement géométrique. Clest 'ceuvre exclusive de Cavariri. Elle
conduit & la quadrature des paraboles de divers degrés, et 4 la mesure
du volume du fuseau parabolique. La seconde partie est la généralisation,

_par BEAUGRAND, des propositions préliminaires démontrées par CAVALIERI
 pour alteindre son Lut. BEAUGRAND avait fait usage de I'algébre littérale,
et Cavaukri avoue que cetle méthode est plus simple que la méthode
d’Evenipg, dont il se sert. Il se décide méme & faive, lui aussi, un peu
d’algebre litiérale, dans quelques-unes des démonstrations de BEAUGRAND
quil nous a conservées. Heureusc dérogalion a ses habitudes ! Elle aide
puissamment le lecteur d’aujourd’hui a franchir les broussailles de la
‘premicére partie.

CavarLierl débute par trois lemmes (prop. XVI-XVII). Soit une
droite AC, divisée en deux parties égales au point D, et en deux pa‘rkties
inégales au point B. On a

AB? 4 BCE == 2.AD? 4- 2.BD?,
ABY - BOS == 2.AD% - 6.AD.DRB?,
AB - BOS == 2.AD* 4- 3.BD* - 12.4D2BD2

Cantor (1} pose AB = a, BC==b, et fraduit trés exactement ces
formules par g

L (a—f—by%_? _a___ﬁ_)z,

2 -
J—rb-~ 3 5
TG bN | Ca b\ a—b
S o j{ ————— | ————
@ t=2 ) ) 2 )
n bt — ¢ [ a’_l‘—b\%* i ;)"/ ““b\\;i 12 :’/“'*"b\z(/a—b ?
o =2 (a0 ) e ()45

Mals, dans 'usage qu’en fera CavaLiEri, AD sera une constante, et
DB une variable. Il sera plus facile de suivre ses raisonnements en
posant Al == b, DB =1, et {’¢erire les formules comme suit

O U

(V) Vorlesungen ueber Geschichle der Mathematik, 2¢ éd., i. U, Leipzig, Teubner’
1900, p. 845.
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B+ - (b — 32 = 202 1 2,
(6 4 22+ (b — N2 = 255 -1 687,
(b 3%+ (B — It = 2b4 4 20t 4= 12502,

Les démonstrations que Cavarirri donne de ces formules sont gdo-
St Q 3 * 7 Aphit a1 ¥ § Y
métrigues et sans grand intéret. De plus, dans le scolie qui suit, Pauteur
remarque lui-méme quil et été plus simple d'opérer par voie de

multiplication algébrique. '

Prop. XIX. Soit un parallélogramme quelconque et une de ses dia-
gonales. Qu'on y prenne pour rogle ses hases. Toutes les lignes du
parallélogramme seront le double de toutes les lignes de chafmn des
deux triangles qui ont été formeés.

. , C R, )
Un lT}Of’) d’explication. 11 s'agit d'un parallélogramme dans lequel
denx eotés opposés, choisis arbitrairement, sont pris pour regle. Par-
lexpressi s les 1 1es 1i ’ ‘
expression “ i?Ol.lt.e.s les 11g11(3.§ {omnes lineae) », CAVALIERI entend la
somme des indivisibles ; et soit dit une fois pour toutes, désormais
pour la clarté je traduirai par « somme des indivisibles » Pexpression
« toutes les lignes ». -

.CAVALIERI commence par rappeler qu'il a déja demontré Je théoreme
ailleurs & deux reprises différentes ; puis il le démontre ici une troisieme
fois. Il ne faut jamais s’attendre ches lui 4 beaucoup de précision ni
de rigueur. Il suppose tacitement que ses indivisibles sont équidistants
et se contente de dire que chaque indivisible de I'un des triangles a
un indivisible qui lui est égal dans I'autre. Les sommies des indivisibles
des deux friangles sont donc égales entre elles ; et par conséquent
chacune d’elles vaut la moitié de la somme des indivisibles.du pal'al:
lélogramme. ‘ .

C'est le moment de faire connaitre un trait de génie de CAVALIERT,
dont les conséquences devaient étre incalculables. Nulle part suivam;
sa facheuse habitude, il ne le formule explicitement, tout en en’ faisant
grand usage dans la pratique. o

Considérons les indivisibles de l'un des deux triangles du parallslo-
gramme. Supposons qu'ils soient en nombre indéﬁn‘iment eroissant
tout en restant équidistants, et prenons Ie plus petit d’entre eux pomz
unité de mesure variable. Puisque les indivisibles sont supposés équi-
distants, le suivant vaudra 2. le troisieme 3, et ainsi de suite jusqu’an
(n) et dernier, qui mesure toujours la longueur a du eoté du.parallé—-
logramme pris ])()}11‘ régle, quel que grand que soit 7. I s'en sﬁit que
1(; n’?mbie 7tz des 1ndi1§7isi.bl.e§ du parallélogramme est aussi toujours a. En
" é;};?sgeix)lmllax @ Tindivisible variable du triangle, le théoréme peut

BB NAS e 2
L) = AL .
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CavarierI étend le théoréme aux suifaces, sans cherclier & le rendre
rigoureux ; c’est-d-dire, sans remplacer lgs indivisibles par des rectangles
infinitésimaux, ni lui donner une forme qui réponde a notre formule

. 1
lim _\’-:o aAw = vy CLZ.

C'eut bien été alors une nédgrale définie. Mals le Milanais a laissé
i ses successeurs le soin d'apporter ce parachévement d’exactitude au
théoreme. Comme le lecteur s'en apercevia plus loin sans que nous le
lui répétions, nous pourrions renouveler celie remarque apres plusieurs
des propositions qui vount suivre.

Prob. XX. Etant donnée la méme figure et la méme regle, la somme
des carrés des indivisibles du parallélogramme vaut le triple de la
somme des carrés des indivisibles de chacun des friangles.

e théoréme peut s'exprimer par la formule
3N @t == q.a? == ub,

CAVALIERI Pepvoie & une de ses demonstrations anlérieures que voici.
Je prie le lecteur de dessiner la tigure suivante, qui servira encore dans
plusieurs autres propositions.

Soit ABCD un paraliélogramme, et AC une de ses diagonales descen-
dant du sommet supéricur de droite A, vers le sommet inférieur de
gauche C; AB est la base supérieure du parallélogramme, et CD sa
base inférieure. Par le wilieu G de la diagonale AC, menons EGF paral-
lelement 4 AB, et rencontrant BC en E, AD en F. Menons encore par G,
MGN parallélefnent a AD, et rencontrant AB en M, CD en N. Le paral-
lélogramme donné se trouve ainsi divisé en quatre petits parallélogrammes
égaux, parmi lesquels deux sont décomposés en triangles par la
diagonale AC.

Cousidérons, maintenant, une paralléle mobile & AB [que nous suppo-
serons, pour fixer-les idées, dissinée aw-dessus de EF), vencontrant les
droites BC, MN, AC, AD, respectivement en O, P, Q, R.

Ceci posé, nous raisonnerons sur le triangle ABC.

Remarquons d'abord que si nous menons cetie fois au-dessous de EF
la parallele O'Q'P'R' a4 AB, rencontrant respectivement BC, AC, MN, AD
en 0, Q', P, R/, et que si nous supposons OR et O'R' équidistants de EF,
NOUS pouvons poser

0Q=0P+PQ==0b-%; 0Q=0P —PQ=10—)

-
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Done, si nous représentons l'indivisible variable du triangle ABC par x

N
P

S0 [0+ 02 4 (b — 1 =2 b p2 -2 5002, (1

- Mais, le grand parallélogramme renfermant 24 indivisibles, les petits
en contiepnent 4. Done :

o NV .,
2 X b= 92.5.0% = 988,

Pour caleuler Xo 23, CavALERr: admet que les triangles AGM, ACB
étant semblables, les sommes des carrés construits sur leurs indivisibles
sont enti’elles comme les cubes des cotés homologues des triangles.
Plus loin, (Prop. XXII), il généraliserd la proposition en I'étendant 4 une
puissance quelconque, et nous verrons alors la démonstration qu'il-en
donne. Dans le cas présent, conséquemment 4 son principe de considérer
les figures comme des sommes d'indivisibles, il aura probablement, regarde
les sommes de carrés, comme formant sur les triangles deux pyramides
semblables & bases carrées et leur aura appliqué le théoreme connu
relatif au rapport des volumes de deux polyedres semblables.

D'apres cela .

2 b N
Lo ot = 8 )..-0 )\2 M

2

substituant dans (1)

. 2h 0
o2 ~0 W
‘ = e 2.0 -2, ~——0—§——:
réduisant,
2b=a . .
3 Eo Tt = 803 = as,

CAVALIERT passe aux cubes. En partant de la proposition XVIL, il et
pu suivre la marche de la démonstration précédente. Du vivant de
I'auteur, BEAUGRAND avait montré (1) que la méthode s'étendait a toutes
les puissances ; mais BEAUGRANL se servait de Palgtbre littérale, par
laquelle la chose sanfe anx veux. Quant & CAVALIERI. qui, fidele a
EuvcLipg, n'emploie que la géométrie pure et les proportions, il n’apercut
pas de prime abord cefte généralisation, et il nous donne les calculs
par lesquels il découvrit la verité. Ces caleuls sont relativement com-
pliqués (2}, mais originaux et témoignent de heauncoup de perspicacité,

(A continuer).

(+) Voir prop, XXV-XXVII ci-dessous.

(%) Le locteur s’en rendra aisément compte en appliquant & celte proposition
la méthode de Braveranp .felle que Cavanigrr la donne plus loin, dans la
prop. XXV,
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UN CHAPITRE DE L’(BEUVRE DE CAVALIERI
(Les Propositions XVI-XXVII de VEwercitatio Quarta),

par M. H. Bosmans, S,-J,

Prop. XXI. Etant donnée la meme figure et la méme regle, la somme
des cubes des indivisibles du parallélogramme est quadiruple de la somme
des cubes des indivisibles de chaque triangle

En notations modernes 43§a8 = g.43 — at.

Considérons le parallélogramme ABCD, sa diagonale AC, et coupons-le
par une paralléle 4AB, rencontrant BC, AC, AD, respectivement en E, F,
G. On a, quelle que soit la position de la parallsle, c’est-a-dire, de I'indivi-
sible EG,

EG = EF +4- FG,

ou, posant AB == EG == q, EF = by FG =y,

== 5 + 42 H
d’olt
ud = A% - 332y 3hp? - pd,
puis R
a . LN, P P ~
Toat = Zok® + 3¥0Wu o 3X{hwr - S, (1)

Dans la notalion }Jg)\gp, il faut tenir compte de la condition % - p = g,
c'est-a-dire, gue les deux facteurs du produit doivent toujours étre pris
sur le méme indivisible.

Fintroduis ici une simplification que CAVALIERI ne fera qu'au cours de
son raisonnement. La parfaite symétrie des figures faites surles deux
triangles prouve que

a - ) o a
S0 A3 = Xqp3, et SRt = Sohus ;

par conséquent (1) se réduit a

So0s = 2%45%3 + 86Xz, @)

1) Suite, voir M, 1999 385,

Ly Lm0
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e

La principale difficulté du probléme consiste dans le caleul - de
Xoap, Pour y parvenir, Cavarerl cherche une seconde expression
de Y0a® comme suit. On a successivement

a a a
o  aXoa? Zoa?

o
D
a - o amy ’
S aSo o 1

ce dernier résultat u e¢té démontré dans le théoréme précédent. D’oun
S0 = 303802 = 304 ) T2 = 350 - 3592, 3)
égalant les deux valeurs (2) et (3) de Noa,
8¥023 - 3XG = 2000 + 6550y ;
1‘éduisan§ e_at résolvaﬁ par rapport a Egk‘ﬂy.; ‘ '

: ~ 1 @
. }:o)\zp = —— }:,o )\3 3

3

o\ ~ @ ~
d’'ou enfin, portant cette valeur dans (1), remarquant que Yoo =a.0’ =at,
et remplacant % par » pour végulariser les écritures,

[2
4%y 28 = at.

Prop. XXII. Pareillement, dans tout parallélogramme, ol on a mené
une des diagonales, et pris pour régle une des bases; la somme des
carrés-carrés du parallélogramme vaut le quintuple de la somme des

“carrés-carrés de chacun des triangles déterminés par la diagonale.

. -l -
En notations modernes, 353X at = q.at = ud.

CavaLERT rappelle quelques théorémes qu'il a établis ailleurs. Au cours
de la démonstration, il devra invoquer, comme admis, qu'étant donnés
deux triangles semblables, dans lesquels deux cotés homologues sont pris
pour regles, les sommes des 4° puissances de leurs indivisibles sont entre
elles, comme les 5* puissances des cotés homologues. -

I dit, qu'il a démontré (Bwercit. 4, prop. VII) une proposition analogue

a celle-14, pour les sommes d’une puissance quelconque. des indivisibles
de deux parallélogrammes scmblables, a condition de 'choisir detx
cotés homologues pour ‘régles. : - : .

~.



traduit en notations algébriques.

semblables donnés; A et a, les
b, deux autres cotés homologues
i paralléles respectivement a A et

isibles compris dans les formules..

stte distance étant la méme dans

tes sont semblables,

w

& e

res des indivisibles paraliéles de

Yo = m.al,

Ak

o

évidemment proportionnels a la
es indivisibles sont équidistants.

2|

Akl
gkl ’

t pas s’étendre directement aux
livisibles relatives a des triangles
dion, qui lui sera nécessaire au
ippelle le théoreme suivant, qu'il
I : B :

absolument quelconques, décom-
Ie leurs diagonales; le rapport de
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la somme des carrés des indivisibles du pavallélogramme a la somme des
carrés des indivisibles de I'un des triangles, est constant, quelle que soit
la forme du parallélogramme.

Dans le style de CAvaLIERI, ce théoreéme revient 4 dire, qu'¢tant donnés
un prisme et une pyramide de méme hauteur, construits sur le méme carps
pour base, le rapport des volumes de ces deux solides est constant, quelles
que soient leurs dimensions. La proposition était classique depuis Evcring,
mais CAVALIERT la démontre par une réduction & 'absurde, d'aillears péni-
ble 4 suivre, et demande qu'on lui accorde que cette démonstration
g'étend d’elle-méme & une puissance quelconque.

Ces préliminaires achevés, reprenons la figure de la Prop. XX et adop-
tons les mémes notations. I vient

S/t = Xg [[6 0t - (b = 2] = 2xlpt 4 25 - 1apeshie, ()

Mais, C’aprés la deuxiéme des propositions rappelées dans les préliminaires,

2 b
No (28 N
2b T by,
,\:40 at Tort

Dautre part, d’apres la premiére,

2b

So@br @by %
b - 5 '
Xhp4 b8 1
done
2 -
EO ot . 2%
= —_
T 1
et par suite
g L oo
LO)" = ?. LO ook,

. h - . Co. . . S
Mais, It =4% et on a démontré dans le théoreme XX que
“bys "

1 . , PP
St = = 7% ; substituant dans (1) et réduisant, on a

3= . . .
5% @t == 3265 = b,

Prop. XXUI. Quadrature des paraboles. CAVALIERI donne une figure
dans laquelle il multiplie les combes et les lettres. Je la simplifie,
mais en modifiant en conséquence 'énoncé du probléme.
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Soit un parallélogramnie ABCD et sa diagonale AC. Menons-y une

‘pardllele mobile 4 AB, rencontrant BC, AC, AD, respeciivement en E, G,
F. Sinous prenons sur cette paralléle un point H déterminé par la con-
dition que T'on ait foujours

AFR? HF

AD®E BF’

le triligne AHCD vaut le tiers du parallélogramme.

Si la condition était ;
AF3 HF
AD3S EF’

le triligne ne vaudrait que le guart.
Enfin, si la condition était
ARt HF
AD*  EF
le triligne ne vaudrait le cinguieme.
En posant AF =y, AD==§, HF = «, EF = q, les courbes définies dans
I'énoncé ont respectivement pour équations
ot

A
@ YPE— =@

b2
a

5

‘1/ et
La démonstration est des plus simples. Les triangles ACD, AGF sont
semblables; done
AR GF?
AD? CD2

don
GE2 HE

BF? 7GR

et, par suite, en tenant compte de la proposition XXII,

b b
S HF SoGF? i
DT T T T
TG S ER? s

. - . o . .
Mais, L‘(’,Hb = {rilighe AHCD et X,GF == parallélogramme ABCD ; ce
qui démontre le théoréme.
Cavarniery démontre de la meme maniére la seconde cb la troisieme
partie du théoreme. Contre son habitude, il est fort elaiv, ce qui me permet
de passer outre. '
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COROLLAIRE. Si I'on veut bien regarder la diagonale du parallélogramme
comme une premiére parabole et confondre en ce cas le point H avec le
point G, on voit que suivant qu'il s'agit de Ja premiére, de la seconde, de

e s o 111
la troisiéme ou dela quatrieme parabole, le triligne AHCD vaut 35 g

du parallélogramme. D’ot on conelut par soustraction, que le triligne

Crp -

' 1 2
AHCB en vaut respectivement la 3 les -, les -3:011 Jos 4
< 2

4 v;j‘

Mesure du volime du fuseaw paraboligue. Soit un are de parabole dont

les extrémités sont soutendues par une corde perpendiculaive 4 I'axe de

symétrie de la courbe. Quand ce segment de parabole tourne autour de sa

corde, il engendre un solide de révolution que KEPLER, comme CAVALIERT

va nous le rappeler, nomnie Fuseaw parabolique. La corde est dite Ia base
du segment et la flécke prend le nom d’aoe.

Prop. XXIV. 8i un parallélogramme (il s'agit en fait d’un rectangle}
et une parabole, construits sur la méme base et le méme axe, tournent
autour de la Dbase, le cylindre engendré par le parallélogramme est au
solide engendré par la parabole, nommé par KiprLeEr fuseau parabolique,
comme 15 est 4 8.

Pour voir clair dans la fouillis de Cavarieri, il est hon d'y meitre
quelques repéres qui n’y sont pas, et de commencer par la derniére partie
de sa démonstration.

Reprenons la figure de la proposition précédente, en supposant que le
parall¢logramme soit un rectangle et que la courbe soit une parabole du
second degré. :

CAVALIERI remarque qu'en tournant, la figure décrit Ja moiiié du
fuseau et la moitié du cylindre dont il est question dans le théoreme.
Celui-cl sera done démontré, dit-ll, si on prouve qwil est vrai pour le
demi-fuseau et le demi-cylindre. 11 suppose en outre que cette derniére
démonstration sera faite, s'il montre que

SEH? 8
YEFE 15

Voici maintenant la derniére partie de la démouséraiion. Elle nous fait
comprendre le but, difficile sans cela & deviner, des caleuls qui la préceé-
dent. On a

EF? = EBH? +- 2.EH.HF - HF? ;
d’ou ] ’
YEF? = YEH? 4 ?YEH.HF <~ YHF?,
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et, par suite,
SEH?  SEF* [ ©2.EH.HF THF? | i
YEF? ~ SEF* | YEF® YEF -
SHF? . ’ i
- Calcul de ~pr Puisque par hypotheése AHC est un arc de para-

bole proprement dite, .

HF AF2  GF?
EF AD: T EF?

Elevons les deux membres extrémes au carré,

HF?  GF*
EFz — EFt°
ol
VHF? YGFt
TErE T OSER

or, d’apres la proposition XXII,

YGF: 1
SEFfF T 5
done )
SHF? 13 i
YEF* 5 15 3

. Y2 BELHF
CC(ZC,HZ &7(3 -‘-'—'i‘—E—F—?—*- -

On peut done éerire

Remarquons, d’abord, que YEF2 = EF.XEF.

EF.XHF  ER.ZHF . SHF 1 3 3)
SEF* = EFSEF ~  XEF 3 15 '

D'autre part

5 _ EH.SHF _ (BH4HF)SHF  YSEHHF | IHP
5T SEFE SEF? ~ ZEF T SRR
SEH.HF 3
I R
d'oa :
SEH.HF 2
SEFF T 15

multipliant les deux membres par 2,

SPEH.HF 4 (
SEFE T T @
additionnant (2) et (4),
SOEHHF ., SFH: & | 3 7
SEFF 0 SER 13 1 13 15

YEF? 15

d’ot, enfin, substituant dans (1) et remarquant que Tom = 5
' YEF? 15

NEH* 15 7 8
- TEF: 15 15 7 15

ce qui démontre le théoreme (1),

Si le lecteur veut bien se rendre compte que fous ces intermédiaires
sont donnés en longues phrases, souvent obscures, sans alinéas, gans
aucun signe d’opération et avec des répétitions fatigantes; que toute la
premiére partie de notre démonstration jusque I'égalité (1) y comprise,
vient & la fin, et que par conséquent aux premiéres lectures on n'entre-
voit pas ol tendent ces interminables calculs, il ne g'étonnera pas quand
je Iui avouerai, que j’ai dit m’y prendre & plusieurs reprises pour déchif-
frer le logogriphe de CAVALIERL. On voit, cependant, combien, avec le peu
de moyens dont disposait l'auteur, sa démonstration est ingénieuse, et
combien il avait le droit d’en étre fier! (2} -

(1) CavaLier: se sert de proportions et met systématiquement le dénomina-
teur 15 en antécédent ; ce qui rend son raisonnement désagréable & suivre. J'ai
préféré le mettre en conséquent et donner ainsi a la démonstration la forme
d’un simple calcul de fractions.

(2) Pour éviter les méprises, peut-éire est il bon de rappeler au lecteur, qu’an
moment olt CAVALIERI s’attachait & la recherche de Ia quadratuve des paraboles,
et & celle du volume du fuseau parabolique, FERMAT §’en occupait aussi. Les
deux savants poursuivaient leurs recherches sans se concerter, mais chacun
des deux savait que I'autre travailiait a la résolution du probléme. Les méthodes
de FERMAT sont algébriques et congues dans un autre esprit que celles de Cava-
LIERI. Beaucoup plus fécondes que ces derniéres, elles eurent en fait, sauf
en France, une moindre influence immédiate sur le développement de 1a
science. Ceci tient aux habitudes de Fermar, qui n'imprimait rien, mais se
contentait de billets manuserits envoyés & MeRsENNg, & CAnrcavr ef a d’autres
amis, pour étre communiqués aux amateurs qui s'v intéressaient. Les Varia
Opers de FERMAT sont posthumes -et ne furent publiés qu’en 1679, par son fils

SAMUEL.

Les quadratures de FERMAT sont un sujet trop important pour pouveir faire
iei l'objet d'une simple nete, Je me bornerai donc & une indication bibliogra-
phigue. : (Voir la suite ds la Note page suivante).
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Jusqu’icl, CAVALIER] nous a donné ses propres découvertes et ses pro-
pres démonstrations. Les trois propositions qui suivent, sout, dit-il, de
BeaucranD. 1l faut Iui donner acte de la loyaute de cette déclaration, rare
en tout temps, rare surtout chez un contemporain de Pasnar. de DESCARTES
et de ROBERVAL. BEAUGRAND s'élait servi de Palgébre littérale. Par une
dérogation trés exceptionnelle a ses habitudes, CAVALIERT en conserve
quelque chose, en nous donnant au long la démonstration algébrique des
trois formules

(@ bP 4 (@ — b = 26® - 20 a2 + 10 ab* .
(4B + (@ — b == 2 @5 + 30 a%b2 - 30 0264 J- 2 45 |
(@00 + (@ — b =2 u® +- 72 478 4 252 a5b* +- 168 a5 - 18 ab® .

Les exposants sont écrits & droite au haut des lettres, mais, en chifires
romains. '

Aprés, vient un Scolie. CavavLigr: y repéte une fois encore que le lecteur
qui 2 un peu de pratique de I'algébre littérale, constatera la supériovité de
la méthode algébrique de BraUGRAND, . sur la méthode géométrique
A’EvcLipe. On s'¢tonne, aprés pareil aveu, qu'il ait fait lui-meéme de I'alge-
bre un usage si restreint: car ses démonstrations vont désormais étre de
nouvean exclusivement géométriques. :

Prop. XXXV. Soit un paralléelogramme ABCD et sa diagonale AC.
‘Soit AB la régle. La somme des carrés-cubes des indivisibles du parallé-
logramme vaut le sextuple de la somme des carrés-cubes des indivisibles
du triangle ABC ou ABD. ’

Cest la formiule 65045 = a.q5 — ab.

Cavanri reprend la figure de la proposition XX ef y applique la pre-
miére des trois formules de BEAucRaND. En nous servant de nos notations
précédentes, il vient '

2 . b “ax , - . . N
o w == X [ +4 AP - (@ — W] = B3N - 20}]31)3"? -+ 10X0bM,

L'4d Banacenturirae Cavalieri quaestiones responsa, 4 été publiée, pour la premiére
fois, en 189!, par MM. Paur TsNNERY et CuarLms Hanry, au tome 1 de Védition
des OLuvres de Frrmat (Paris, Gauthier-Villars, pp. 195-198), 1o traduciion
frangaise par M. PauL TANNERY se trouve au tome 1II du méme ouvrage (Paris,
1896, pp. 169-171). Cette. courte note de FErMAT monive qu'il parvint a des
résultats analogues i ceus de CavALIERI, mais n'apprend rien sur les méthodes
qui I'y conduisirent. FERMAT nous a heureusement laissé un mémoire étendu
sur les quadratures publié en latin au tome I de ses OFuvres (pp. 255-788) et en
traduction francaise pay M. Taswery, au tome NI (pp. 216-240)
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.

Mais, les propositions XX et XXII donnent respectivement les valeurs

I) bs . f . . .
de Xox% ot de oM. Substituant et veduisapt, on obtient le formule
demandée.

Tout ceci, la chose va de soi, est développé dans les moindres détails.

La démonstration s’achéve, comme la précédente, par simple substi-
" b ] e . . ,
tution des valeurs de oA, (m =1, 2, 3,...}, frouvées antérieurement,

chaque fois que la puissance donnée est impaire ; mais, quand la puis-
sance donnée est paire, comme dans la proposition suivante, la fin des
calculs est différente. :

Prop. XXVI. Etant donnée la méme figure, la somme des cubo-
cubes des indivisibles du parallélogramme vaut le septuple de la somme
des cubo-cubes des indivisibles du triangle.

1 ~
C'est la formule 7X02% = a’.

En appliquant a la figure de la proposition précédente la deuxzieme for-
mule de BEAUGRAND, il vient ' 3

N5 w8 = 56 [(b - W - (B — M| == 25065 -} 30506482 -1 3050524 - 2X0%s,

. b b
Les théoremes précédents fournissent les valeurs de X2 et de Jgit.

" Mais, pour obteuir Eg)ﬁ, il faut appliquer les théorémes généraux
rappelés .aux cours de . la proposition XXII. Ils donnent

Sows 2oy
vy !
~0

La suite ne demande aucune observation.

Ces maniéres d'opérer valent pour toutes les puissances, dit Cavarieri.
Il est aisé de s’en assurer, ajoutet-il; ef il le montre en développant
encore la démonstration de la proposition suivante, ou il part de la troi-
siéme formule de BEAUGRAND.

Prop. XXVII. Etant donnée la méme figure, la somme des cubo-cubo-
cubes des indivisibles du parallélogramme vaut le décuple de la somme
des cubo-cubo-cubes des indivisibles de 'an "des deux triangles.

it i ' . ¢

Cest la formule 10X2° == ¢lv.

Jene m’y attarde pas.
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Ce mode de généralisation, adopté par CavarLieri, qui se réduit & une -

simple vérification, nous paraitrait aujourd’hui peu rigoureux. Mais, un
géometre de la premiere moitié du XVIIe siécle ne pouvait guére mieux
faire. Le calcul algébrique était trop peu -avance. I faudra, phmeur
annees encore avant qu'on s’habitue 4 raisonner de proche en pr oche; pdr
la méthode irréprochable actuellement en usage (1).

Il me reste peu 3 ajouter aux pages qui précédent.

Que CAVALIERI ait eu la notion claire de Pintégrale définie

anril :

lim Moamn Ag == e —,
0 m -1

la chose parait certaine, a4 condition toutefois de n'attacher nullement 2

ce mot I’intégrale I'idée de probléme inverse des dérivées et des tangentes.

C'est pourquoi, en exposant les méthodes infinitésimales du milien du

XVIIEF siecle, il vaut, peut-etre, mieux éviter le mot d"intégrele et surtout

Temploi du signe i qui prétent aux malentendus. 11 est tout aussi certain

que le grand Italien n’a pas pris la peine de pousser jusquan bout la
démonstration rigoureuse de sa formule. En cela, il s'est montré ce qu’il
fut toujours : merveilleux d’ingéniosité, mais peu soucieux de la correction
et de la précision. Sa méthode des indivisibles lui fournissait la solution de
nombreux problémes qui avaient résisté jusque-la a toutes les recherches
des mathématiciens et qu'on lui envoyait de tous les coins de I'Europe. Ii
faisait profession de se contenter d’en indiquer la clef, sans s'attarder aux
minuties de la rigueur. « Aller plus loin, disait-il, ’était affaire de philoso-
phe et non plus géométre. Pour lui, quiétait presque toujours malade, il
ne voulait pas perdre le temps a 8’y employer » (2).

Cette reflexion, en apparence un peu dédaigneuse, nous donne, je crois,
Pexplication de ses habitudes de travail. Dés son has 4ge, CAVALIERI fut
torturé par des accés de goutle, dont il se plaint constamment & son ami
TorrICELLI {3). Dans les courts répits que lui laissait son mal, il jetait sur
le'papier un apergu de ses immortelles conceptions; mais sans avoir le
courage de les metire en ordie et de les revoir; abandonnant 4 Cautres le
soin &'y porter la derniére main. CAvALIERI semble ne nous avoir laissé
que des brouillons. C'est ce qui nous rend ses éerits & la fois si difficiles a
comprendre ef si intéressants 4 déchifirer,

(1) Le plus ancien exemple connu de ce genre de raisonnement est dd & Pascar,
qui le donna dans son traité du Triangle Arithmélique, édité en 1665 (GEuvres de
Braise Pascay, éd. Brunschvieg ei Boutroux, tome III, Paris, Hachette, 1908,
p- 456).

(2) A la fin de Exercilatio iertia, p. 241.

(%) Opere di Evanserista TerrIcELLL, Yorne 1T, passim.
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NOTES D’ALGEBRE ELEMENTAIRE (*).

II1. Valeurs exirémes d’une fonction du second degré
a deux variables.

1. Déterminer les valeurs sxirémes de la fonction A coeffi-
cients reels '

o (7, ¥) = ax® - W'y + a'y® + W' 2y + o (1)

de deux. variables réelles x, y, revient a déterminer les valeurs
réelles de z pour lesquelles I’équation

® ((B ’ 'y) x= @

représente une conique réelle.
Trois cas sont & distinguer selon que § = aa’' — 0% est posi-
tif, nul ou négatif.

1° 3 > 0. Dans ce cas, toutes les coniques représentées par

"l’equatmn (2) sont des ellipses ayant pour centre commun le

point P o0 se coupent les droites
d =ax -+ by 4+ b = d, =b'a +a'y+b=0. (3)

Il en résulte t[lie z ne prend que les valeurs pour lesquelles
on a

a 'Y -

a | b a b <0 ou. a{A—22) <0, (4
¥ b o —=

“si A est le discriminant de la fonction © (z, ¥).

(*) Suite, voir M, 1922-387.



