o Soc. Sk B, (200, 495F

taire cf Pexposé analylique inverse conslituent un systeme de
géométrie & la fois inattaquable au point de vue de la rigueur et
traduisant de {rois manieres, pmtiquenzeni dquivalentes, les
phénoménes de la géomélrie physique. ‘ ‘

Riemann, Hlelmholtz, Lie et d’autres, apres euy, onl essay¢ de
pénétrer plus profondément dans Vétude des premiers principes
de la géométrie par une voie purement analylique, sans recourir
aucunement 4 la méthode lémentaire d’Buclide. Au dire des
connaisseurs, Riemannn el elmholtz ont esquissé et Lie a trouvé
complétement la solution d’un prebléme ‘analyse qui, pour

d’éminents mathématiciens, se confond avec Pétablissement des

?

principes fondamentaux de la science de Pespace. Cependant, il
{aut bien le reconnaitre, ni Lie, ni ses devanciers, wont donné une
signification géomelrique proprement dite aux coordonnées des
stres analvliques quils appellent points, ou aux parametres qui
entrent dans les formules de transformation cmployées. Par suite,
les recherches dont nous venons de parler ne cemblent avoir- de
géométrique que la terminologie. '

1 en est autrement d’nn. travail gue M. F.-1L. Blichfeldt a publi¢,
il v a quelques années, sous le titre : On the Determinalion
of the Distances between two Points in Space of 1 Dimensions

(TRANSACTIONS OF THE AMERICAN MATHEMATICAL SOCIETY, octo-’

ber 1902, vol. 3, n® &, pp- A7-481) el qui est 6erit 4 la fois dans le
cens des recherches de Lic et de celles de De Tilly. Pour
M. Blichfeldt, les coordonndées d’un point dans un espace a trois
dimensions, par exemple, sont les distances de ce point & {rois
points fixes de cel espace o1 des fonctions de ces distances, ¢¢ qui
donne immédiatement un Sens géométrique & tous ses résultats.
Movennant un certain nombre de définitions et d’axiomes dont le
plus caractéristique est le suivant : la distance de deuz potnts est
ume fonction algébrique de lewrs coordonnées, et en gaidant des
recherches de Lie, M. Blichfeldt détermine la distance de deux
points en fonction de leurs coordonnées, dans Jes espaces al, 2,3,
% dimensions. 11 retrouve ainsi Vexpression de la distance dans
Pespace euclidien et dans Pespace non euclidien a trois dimensions,
nuts quatre quilres expressions analogues et qualre systémes de
géomeétrie correspondants, auxquels Lie était aussi arrivé sous
forme purement analvtique.
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Iyaprés les formules mémes qui donnent les distances dans ces
CSPACES NOUVEAUN, ces espaces ne sont pas homogénes et deur d’eMre
eur jouissent d’'aulres propriétés singuliéres quand dewx poinls
tendent Uun vers Uaulre. Par suite, ils ne semblent pas devoir
entrer en ligne de comple quand on étudie la géométrie physique.

Le R. P. Bosmans, S. J., analyse une note hislorique sur le
triangle arithmétique de Pascal dont voici le texte : :
Le§ erreurs commises 4 propos des noms propres attribués &
‘cerlains théorémes ne se comptent plus. Mais Pune des plus cou-
_ranes et des moins justifiées est bien celle qui consiste & baptisér Ie
_anngle arithmétique des “coefficients du binéme du ﬁom de
triangle de Pascal. Je I'ai déja signalée, en passant, dans un autre
mémoire (*) et je 0’y reviendrais pas anjourd’hui s,i M. Cantor lui-
g])eme‘ ne, 'pa‘rlait pas sur le sujet d’une maniére équivoque ™
aprés Péminent historien des mathématiques, le triangle arith-

© métique serait bien, il est vrai, imaginé par Stifel (***), mais la dis-

Jposition donnée par Pascal (1v) dson triangle différerait trop de celle

() Le Fragment du Commentaire &’ Adrvien Romain sur UAlgebre de
Muhamed ben Musa el-Chowdrezmi. ANNALES DE LA SOCIETE SCIENTIFIQUE
Br(ux)elies, 1906, t. 30, p. 20, en note. ' .
=) Vorlesungen ueber Geschichte der Mathemati é ipzi
{ b (14 Qe 2 T
o) 5. 150 matik, 2¢ éd. Leipzig, Teubner,
N ]l» convient de .c'ite.r la conclusion du passage. Aprés avoir décrit les
i }ﬁer011(tes caractéristiques des triangles de Stifel et de Pascal, M. Cantor
) Fs v ST . i 53 4 03 ! ’
Sr u;oncc] L~om§ne suit @ « Es wire also in hiochsten Grade ungerecht, eine Abhéin-
‘o‘lc “‘.]tl,l‘ asc’al s von Stlfe} zu vermuthen. Selbst wenn Pascal die Arithmetica inte-
gra gekannt hat,' was wir noch sehr hezweifeln, war das arithmetische Dreieck
durchaus sein geistiges Eigenthum. » ) ’
“Om, mais comme nous lg dirons tantdt, il 'y avait pas que 'Arithmetica inte-
{/7 a, pour faire connailre & Pascal le triangle de Stifel. Ne pouvait-il pas I'avoir
Jl:(, qu»]mex l?.\'lcr?pled daﬁs une des nombreuses éditions -de IArithmetique de
acques Peletier du Mans; petit traité qui fut sirépa di y joui
2 _ L ndu e

dune vogue si méritée ? ‘ ’ n France 'et autjoutt
(,l )%il'zlllur{etwit Iﬂtegra Authore Michaele Stifelio. Cum praefatione Philippi
:: uoniuic ttt.wa‘z&zs. Qo‘rl‘lml)mzlgm apud Iohan. Petreium. Anno Christi M.D. XLIL, -

gratia & priuilegio Cafareo atq;. Regio ad Sexenni i Louvain,
. To Ak o q gio ad Sexennium (Univ. de Louvain,
. ‘(fv]) T )Iaztp Dv Tf‘iangle Arithmetique, Avec Quelques Avires Pcti‘ts Trailez
Ser La -J esme Matiere. Par Monsieur Pascal. A Paris, Chez Gvillavme Desprez
XX\I > )

3
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du triangle de Stifel, pour ne pas regarder cette deuxiéme dlSqub
tion comme absolument distincte de la premiére. .

Si cetle remarque de M. Cantor était fondée, le nom de triangle
de Pascal serait évidemment justifié. Mais il n’en est rien, car mal-
gré sa compéience hors pair et son autorité, Iillustre professeur
d’Heidelberg pose mal, semble-t-il, le probléme.

" En effet, de Stifel & Pascal, le triangle arithmétique se rencontre
fréquemment dans les traités d’arithmétique et d’algébre, ou les
auleurs lui donnent 4 envi les formes les plus diverses.

Voila un fait important, dont il faut tenir compte. Sans doute, ce
fait ne peut guére avoir échappé i Pérudition de Cantor, mais le
savant historien parait cependant le perdre ici un peu trop de vue.
Ce nest pasau seul triangle de Stifel qu’il convient de comparer le
triangle de Pascal. De PArithmetica Integra au Traité du Triangle

“Arithmétique il $’écoule cent vingt et un ans, plus d’un siécle. Or,
si Pon tient compte des modifications subies dans 'intervalle par le
triangle arithmétique, il serait hien difficile d’indiquer en quel
détail un peu notable la forme de Pascal différe de celle de ses pré-
décesseurs. -

Pour le faire voir commencons par mettre sous les yeux du lee-
teur les deux formes extrémes en discussion, les tr1anvlcs de Stifel
et de Pascal.

Le triangle de Stifel est pdr101~ reproduit sans modlﬁcatlons
par les arithméticiens du XVI° siécle, sous cette premiére forme.
C’est sous celle-1a, qu’on le lit, entre autres, dans VArithmétique (¥)
de Jacques Peletier du Mans. '

rué Saint Jacques, 2 Saint Prosper. M.DC.LXV. (Bibl. Royale de Belgique V. H.
8135). Cest Pedition originale qui est trés rare. Le triangle y est donné sur une
planche hors texte.

.Dans les rééditions on a, avec.raison, abandonné cette disposition. Ainsi

daos les OEwvres complétes de Blaise Pascal, t. 3, Paris, Hachette, 1864, le
“triangle se trouve p. 244.

(). L’ Avitmetique de Iaques Paletzm dv Mans, Departie en quatre lzures,
Troisieme edition, reueué & augmentee. Par lean De Tovrnes. M.DC.VIL. A Colo-
goi (Umv de Louvain, Scienc. 570), p. 178.

Je n’ai que cette seule édition sous la main, mais 1lven a plusieurs aufres,
notamment : Poitiers, 1548, 1549 et 1552; Lyon, 1:)54 et 1570.

i
40
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15
16
17
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Trianglé de Stifel

J

6
10 | 10
151 2 _
AU 35 35
28 | 56 70
36| 84| 12 | 1206
451120 | 240} 252
55 | 165 | 330 | 462 462
66 | 220 | 495 | 792 9%
78 1 286 | 715 | 1987 | 1716 | 1M6
91 | 364 | 1001 | 2002 | 3003 | 3432
105 | 455 |. 1365 | 3003 |- 5005 | 6435
120 | 560 |.1820 | 4368 | 8008 | 11440
136 | 680 | 2380 | 6188 | 12376 | 19448

Triangle de Pascal
1,1 % 1

1 4 5 7 1819

1 40145 |51/88| 86|

1 14 /20 6 |84

1 VS5 V15135 26

1 /6 2156

A /7 /28|84

1.8 |86

119

1]

6435
12870
24310
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Je dis inlentionnellement : « reproduil sous cetle premiére
forme ». Car neuf ans plus tard, en 1553, dans son édition de la
Coss de Christophe Rudolff de Jauer (*), Stifel lui-méme en adopte
une autre se rapprochant déja beaucoup de celle de Pascal.

Triangle de lo Coss de Christophe Rudolff de Jauer

¥i201

£33 |1

| 4 A :

2|5 [10]10|5 | 1

)6 [15]20(15] 6 |1
R EIEARAE!

Cette nouvelle forme a ses partisans, comme la premiére et
semble plaire notamment & certains géométres des Pays-Bas. It
est d’ailleurs remarquable que si de nombreux géomeires anté-
rieurs & Pascal ont employé le triangle arithmétique, aucun d’eux
ne semble attacher la moindre imporitance aux diverses dispo-
sitions qu’il affecte. Quoi qu’il en soit ¢’est sous la forme de la
Coss de Christophe Rudolff que nous rencontrons le triangle,
par exemple dans les éditions de la Practicque om te leeren

(") Je w'ai pas le volume & ma disposition. J’en transcris le titre, d’aprés Ter-
quem : Christophe Rudolf. BULLETIN DE BiBriocrarHiE D'HisTOIRE ET DE B1o-
GRAPHIE MATHEMATIQUES, t. 1, Paris, 1835, p. 71. Die cosz Christorfs Rudolfs
mit schonen Exemplen der cosz, durch Michael Stiffel, gebessert wnd sehr
‘gemehrt, 1571. Le titre porte 1571 ; mais & la fin de ouvrage on lit : « Gedruckt
zu Konigsperg in Preussen, durch Alexandrum Behm von Luthomissel ; vollendet
am dritten Tag des herbstmonnats als man zalt nach der geburt Unsers Lieben
Herren Jesu Christi 1554 ». L’ouvrage existe au British Museum.

Le tableau que je reproduis ici est emprunté aux Vorlesungen de Cantor, t. 2,
p. 445. Onle trouve également dans : Die deutsche Coss. von P. Treutlein, Pro~
fessor am. Gymnasium zw Karlsruhe. ABHANDLUNGEN ZUR GESCHICHTE DEK
MATHEMATIK, t. 2. Leipzig, 1879, p. 43. Pour éviter les embarras typographiques,
7’y ai remplacé, dans la premiére colonne, les signes cossiques anciens par Ja
notation moderne équivalente.
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Cypheren, de Nicolas Peetersen de Deventer (*), ouvrage qui fut
longtemps le manuel classique d’arithmétique et d’algéhre dans
les écoles des Pays-Bas (™).

Pagsons au General Traltalo di Numeri et Misure de Tarta-
glia (***) qui parut & Venise de 1556 4 1560. Le triangle y affecte
la forme suivante : . : " ’ :

Triangle de Tarlaglia

‘.
ce/ a2 N\cé .
w3 - Nea
cece s - 6 - geece
L e relg . 1w Jg’ . ‘&L'I'EZ
cecu6_ - 15 - 20 ¢ 15« 6N\ge.CU
eerelt - al - 35 - a8 - - DNarel
cecece/s - 9y - 56 - 720 - 36 - 28 - a\gecece
cueusy - 36 845 - 126 1:6: < s 96 - SN\Cw.clL

S 7 .
ceprrelgy - 45+ 129 - 2 - 252 - 20 - 120 - 35 10\Ce.prel

NS 7 7
gerelds - 55 - 165 - 3¢ - 462 © 462 ' 330 - 165 ° 55 - uN\grel
. 7 7 7 =%
cuceceq2 - 66 - 220 C 495 - 792 - 924 - 792 - 495 - 280 - 66 - iR Nfu.cece

(*) Practicque Om te Leeren Rekenen Cypheren ende Boeckhouwwen | met
die Regel Coss | ende Geometrie seer profytelijcken voor- allen Coopluyden.
Van nieus Ghecorrigeert ende vermeerdert | Dewr Nicolaum Pelri Dauen-
triensem (Bean portrait de Pauteur, avee la devise : « L’homme propose et
Dieu dispose A° 1583 ».) Anno M. D, XCI.— A la derniére page : t Amstelredam,
By Barendt Adriaensz. Wonende inde Waermoestreaet | Int Gulden Schrijff-boeck.
Ae M. D XCI. Endé men vintse te coop by: Claes Pietersz. Schoolmeester |
wonende op de Oude-Zijdts Burch-wal | Int Gulden Claver-blat (Univ. de
Louvain. Sciences 293); fo 130 vo.

Méme titre : Amsterdam | by Cornelis Claesz. opt Water int Schrijf-hoeck.
Anno 1605 (Univ. de Louvaio, Sciences 573); 2 130 ve. - .

Méme titre t’Amstelredam, Door Hendrick Laurentsz. Boeckvercooper op
het water int Schrijf-boeck. Anno 1635 (Univ. de Louvain, Sciences 574); o135 vo.

La premiére édition est de 1583. Je ne Vai pas vue. i

(") « Nicolaus Peetersen, dit Adrien Romain, arithmeticae etiam secretioris
algebraicae peritissimus, cujus Arithmetica Belgica lingua conseripta omnium
teritur manibus, discipulosque e sudt schold emittit doctissimos ». Ideae Mathe-
maticae pars prima, sive Methoduvs Polygonorvm... Aulhore Adriano Romano
Lovaniensi Medico et Mathematico. Lovanii, Apud loannem Masium. Typogr.
Tur. Anno ch. CE). In. XCII. Dans Pavis an lecteurs, 2 ** v,

(**y La seconda Parte Del General Trattato Di Nvmeri Et Misvre Di
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Faites tourner le triangle de Tartaglia d’un angle de 45 degrés
de maniére i rendre la suite des nombres naturels horizontale
en ramenant le chiffre 2 au coin supérieur de gauche; remplacez-y
les signes cossiques par l'unité, vous aurez le triangle de Pascal.

Cette forme eut autant de vogue que celles de Stifel. On la
renconire, par exemple, dans la Regula. Cos of Algebra de
Brasser (*). v : '

Chez Albert Girard (**) el chez Stevin (™) elle subit de légers
changements.

Triangle d’Albert Girard Triangle de Stévin

1 : 20
11 : 3 .30
1 2 1 , ' A .6 . K
1 3 31 5.10 .10 .30
1 4 6 41 6.15 .2 .15 . 60

‘Nicolo Tartaglia, Nellagvale In Vadeci Libri 8i Notifica La Piv Elevata,
Et Speculativa Parte Della Pratica Arithmetica, laqual & tutte le regole
& operationi pralicali delle progressioni, radici, proportioni, & quantita
irrationali. In Venegia per Curtio Troiano dei Nauo. M. D. LVL -(Univ. de
Louvaib, Sciences 153) 5 fo 69 ve.

- La figure de Tartaglia a-été reproduite avec exactitude dans UHistoire des
Sciences Mathématiques en Ttalic depuis la Renaissance jusqw'd la fin du
XVIIe siscle, par. Guillaume Libri. Paris, Jules Renouard et C*, t. 3, p. 362.

Les signes cossigues placés aux deux eotés du triangle, sont ceux des douze
premiéres puissances de Pideconnue.

(*) Regula Cos, Of Algebra, Zijnde de alder-konstrijcken Regel om het
ombekende bekent te maken. Ofte  Een Korte Onderwijsinge | waer in
geleert werdt het Uyttrecken der Worlelen | s00 verre men begeeren mach.
De spetien in Surdische getallen, Twee-namige getallen, Cossische getallen.
- De vergelijckingen van @, 3,T, etc. met Exempelen daer toe dienende. Door
7. R. Brasser, geadmitteert Lantmeeter tot Hoorn. Noch Is lier by ghevoeght
de Geometria van Nicolaus Petri Daventriensis, ende andere Questien van de
Algebrae. Als mede Eenige Ezempelen van Gerrit Everlsz. Backer, School-
mecster Lot Gracht. 't Amsterdam, By Gerrit van Goedesbergh, Boeckverkooper
op 't Water | aen de Nieuwebrugh | in de Delfsche Bybel. Anno 1663 (Bibl.
Loyale de Belgique, V. H. 8068), pp- 2et3. .

(™) Invention nouvelle en Ualgebre par Albert Girard Mathematicien...
A Amsterdam. Chez Guillaume Iansson Blaeuw M. DC. XXIX. Téimpression
fac-similé par D. Bierens de Haan. Leyde, 1884; f. (Eg) r°.

(= L' Avithmétique De Simon Stevin de Bruges... A Leyde, De 'lmprimerie
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On pour.ra‘it signaler encore d’autres modifications plus impor-
tantes. Voici entre aulres la disposition adoptée. par Adrien

Romain (*). .

Triangle d’Adrien Remain

BRI
RENERES
11284,
&e.
1186
IRENR
1

Mais jg crois en avoir dit assez pour conclure.

On' voit tout d’abord, rien que par ces quelques exemples
combien Pemploi du triangle arithmétique est fréquent antérieu:
rement 3 Pascal. On remarque aussi avec quelle rapidité la fornie
prlmmve adoptée par Stifel se modifie, pour se rapprocher peu
4 peu de celle du géométre {rancais.

Appeler triangle de Pascal une figure d’un usage antérieur
aussi prolongé, aussi universel, est une coutume que rien ne
Justifie. :

‘[l faudrait une bonne fois en perdre Phabitude.

Le vrz}i nom du triangle arithmétique est : Triangle de Stifel.

Que si on pariageait avis de M. Cantor, en estimant la forme
de Pascal_ trop différente de celle de Stifel pour ne pas la régarder
comme distincte de celle-ci, encore faudrait-il nommer-le triangle
arithmétique Triangle de Tartaglia.

gg Chrjisstophle Plantin. CID. ID. LXXXV. p. 106. Les QBuvres Mathématiques de
imon Stevin de Bruges... A Leyde, Chez Bonaventure & Abrah i
CID LGXXXIY, t. 1, p. %. | o & Abream Elrevir: -
() In Mahumedis Algebram (Univ.-de Louvain, Sciences 1302), p. 68. Voir
sur cet ouvrage mon mémoire cité ci-dessus.
Les signes (1), (2), (8), (4) signifient respectivement x,.22%, 2°, x*.
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La conséquence & tirer de ce qui précede, n'est cependant pas
que la formule du développement du bmome ne doive rien &
Pascal. Mais, Paul Tannery Va jadis fort hien démontré (), le
mérite du géométre francais est ailleurs.

Désignons par C7 le coeflicient du terme de rang n -+ 1 dans la
formule du développement du bindme

(a + by

Le Triangle arithmétigne est construit par la formule de récur-
rence ' )

Gt = O + Ok

CCest le stade alteint dés Stifel et Tartaglia et on s’y arréte pen-
dant plus d’un siécle. Fermat et Pascal font parcourir ala formule
du bin6éme un stade nouveau en trouvant entre les coefficients la
relation,

. |
. om—ntd
Co=—"—"7"" Gy

Cependant, comme [’observe avec raison Paul Tannery, ce n’est
pas dans le Traité du Triangle Avithmétique, mais dans celui des
Ordres numériques () que Pascal donne cette derniere formule.
Quant 4 Newton, dans la célobre lettre 3 Oldenbourg, du 2% octo-
bre 1676 (***), il ne parle pas, on s¢ le rappelle, du cas de Pexposant
entier et positif, et 'y traile que le développement en série
convergente par la formule du hindéme. '

(*) Réponse 2 la Question 645 de I’INTERMEDIAIRE DES MATHEMATICIENS,

1. 3, Paris, 1896, p. 98.

(™) Publié pour la premiére fois i la suite du Traité du Triangle Arithmeé-
tique cité cj-dessus. Pour plus de détails voir la réponse de Paul Tannery ala
Question 615 de PINTERMEDIAIRE DES MATIEMATICIENS, t. 3, p. 98 qui contient
un excellent résumé de Phistoire de la formule du hindme de Newton.

(**) Isaaci Newtoni Equitis Aurali Opuscula... Collegit... Joh. Castil-
tioneus. T. I. Lausannae & Genevae Apud Marcum-Michaelem Dousquet & S0Ci0s
MDCCXLIV, pp. 328 sq.

— 3 —

M. Ch.-J. de la Vallée Poussin fait la communication suivante
Sar le mouvement instantand le plus général d'un solade.

1. Dans la plupart des traités de mécanique, pour établir le
{héoréme de Chasles sur le mouvement hélicoidal d’un =olide, on
<o sert de calculs analytiques assez longs, ou de la considération
de divers mouvemenls simullanés, souvent des deux & la fois.
De Tilly (Marugsis, L. V, 1885) a donné¢ du théoréme une démon-
stration directe, mais qui repose sur un passage 4 1a limite dont la
simplicité est contestable. |

Je crois done intéressant de donner du théoréme une démon-
stralion qui n’emprunte que lem inimum possible de notions infini-
tésimales et qui, en se réduisant pour ainsi dire & la seule géomé-
tric, est en méme temps la plus simple. ' :

9. Un solide est un ensemble de points dont les distances ne
varient pas. Soient A et B deux points d’un solide de coordonnées
x, y, el o, y, 2 cette propriété primordiale gexprime par la
relation analytique

(x—a'V + (y— Y + (2 —z') = const.

Soient v et »' les vitesses des deux points A et B; il existe enire .
lex vitesses de ces deux points une relation, qui vobtient en déri-
vant la précédente,

(o) (o 1) (y— ) (y—18) - (e =) ) =0

Celte relation ‘exprime que la différence géomélrique (v) — (")
des vitesses des deux poinds A et B est normale & la drotie AB.

Ce théoréme sur les vitesses apparait comme le plus élémentaire
et le plus simple. Cest le seul dont je veuille me servir pour
étudier le mouvement du solide. Je Pappellerai le lemme fonda- -
mental.

Le lemme fondamental revient & dire que les projections des
vitesses de deux points A ct B d’un solide sur la droite AB sont
égales. On en conclut que la projection sur une drotle de la vilesse
dun de ses points est une constonle pour chaque droite. Cette
constante nous Pappellerons, en abrégé, la projection de la vitesse
sur la drotte.




