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8. De Uorthocentre H d’'un téiraédre orthocentrique on méne
des normales awx droites projetant d'un point quelconque P
les sommets A, B, C, D ; ces normales coupent respectivement les
Taces opposées en quatre points A, B, C', D' dun plan perpen-
diculaire a PH (V. THEBAULT, M, 1923-400, question 2185). W)

Le plan polaire du point A' relativement & la sphére (H)
c%njuguée au tétraédre. ABCD passe par le sommet A et est
normal au rayon A'H. Ce plan contient donc le point choisi P
et les quatre points A’, B, C', D’ sont dans le plan polaire de P
relativement & la sphére (H).

4. Dans I'inversion relative 4 la sphére (H), & la sphére (ABCD)
correspond la sphére passant par les pieds des hauteurs : H,, H,,
He, Hg; a la droite PA correspond le cercle HH A, Si le point
choisi P est le centre de la sphére (ABCD), le rayon PA coupe
orthogonalement cette sphére et en appliquant la conservation
des angles par inversion, on conclut que la tangente en H, au
cercle HH,A' est Ia normale en Hu & la sphére (HaHbHcHd). Donc

St Ha, Hy, He, Hy sont les pieds des hauteurs d'un tétrasdre
orthocentrique ABCD, les plans langents en ces poinis a la
sphére (HH H Hy) passent respectivement par les milieux des
segmenis HA', HB', HC', HD' (8) si le point choisi P est le centre
de la sphére (ABCD).

5. Un plan = rencontre les faces d'un télraédre orthocentyri-
que ABCD suivant les droites Pas Pvs Dey Pay les projections
orthogonales de lorthocentre H sur ces droites sont coplanaires.

Car si P est Ie pole du plan = relativement 4 la sphére
conjuguée (H), les droites p, et AP sont conjuguées i cette
sphére et la perpendiculaire abaissée de H sur Do coupe ortho-
gonalement AP ; donc (3) la propriété est démontrée.

S. Si 4 est une droite quelconque, les perpendiculaires abaissées
de Vorthocentre H du tétraédre ABCD sur les plans dA, dB, dC, dD
rencontrent les fuces opposées en quatre points A, B, C', D'
collinéaires.

Car le plan dA est le plan polaire de A’ relativement 4 la
sphére (H) et la conjuguée d' de ¢ par rapport & cette sphére
passe par A’ et ses analogues B/, C/, D'. ’

(*) D'auires solutions de cette question seront publices uliérieurement,
: (REpAcTioN)
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PASCAL ET SON TRAITE DU TRIANGLE ARITHMETIQUE (%),

par M. H, Bosmass S, J,

Aussi bien en mathématiques qu'en philosophie, PascAL est avant
tout un écrivain, et & ce titre, il est un modséle, sinon a imiter,  du
moins & lire. Mais, par suite de notre éducation et de nos habitudes,
nous comprenons souvent mal les énoncés des théorémes surles nombres,
quand ils ne sont pas exprimés sous une forme algébrique. Nous en
suivons plus difficilement encore les démonstrations, quand elles sont
développées au long en langage courant. Or, PAsCAL, 4 tort selon nous,
dedaigna toujours l'algébre. C'est une fraduction algsbrique sdémmaire
du Traité du triangle arithmeétique que je me propose de donner ici.
Je voudrais engager, par 14, le lecteur a4 prendre connaissance du texte )
original, d’ailleurs fort court, mais qui est un petit chef d’ceuvre
d’ordonnance et de perfection du détail.

PascaL naquit & Clermont en Auvergne, le 19 juin 1623. De toute
part, les Sociétés savantes francaises ont célébré a I'envi le troisieme
centenaire de la naissance de Iillustre écrivain-géometre. L'occasion m’a
paru toute indiquée pour présenter le 25 octobre dernier, a la .Société
Scientifique de Bruxelles, un mémoire Sur I'(Buvre mathématique de
PAscan, qui paraitra dans les livraisons de janvier et d'avril 1924 de
la. Revue des Questions Scientifigues. J'y renvoie le lecteur pour tous
les renseignements, historiques ou autres, étrangers au but spéecial que
je me propose ici.

(*) Traité du Triongle arithmétigue, avec guelgues autres petits Traites sur lef
mesmes maticres. Par Monsieur Pascar. A Paris, chez Guillaume Desprez, rus
Saint Jacques, & Saint Prosper, MDCLXYV.

L'édition originale est fort rare. La Bibliothéque Royale de Belgique en
posséde un exemplaire. )

L’opuscule porte au titre la date de 1665, mais il éiait achevé dés 1654. 11
se compose de divers petits mémoires trouvés a la mort de PASCAL,. tout
imprimés dans les papiers du défunt. Le plus important de ces mémoires 2
donné son nom & l'ensemble. Je renvoie pour plus de détails au travail
que j'ai donné 4 la Société Seientifique, en me contentant de rappeler que le
Triangle arithmétique, loin d'dtre d& a Pascarn, était alors dun usage
universel. Ce qui est personnel au Clermontois, ce sont les nouvelles ap[fll-
cations qu'il en fait, et ses procédés de démonstration et de caleul & laide
du Triangle.
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Considérons le tableau suivant a double indice :

1 1 1 1 1 1 1
4 Uy ay T gy Gy @y, . S SN
2 2
ey ag ° . . . . . . . .
8
a’. - . . .
=1, . . . . p~1 opt
af a ahly
o ' ,
o . . . ah_y of
+1 . . p+1
afmt . - ayTy
abta?

Cest le Triangle avithmétique tel que le congoit PAscAL, & cette
différence prés, que les nombres y sont inscrits dans de petits carrés,
qu'il nomme cellules. De plug, PASCAL représente les’ nombres par de
simples lettres ; mais la notation a double indice 2 Pavantage de rappeler
a chaque instant, au cours du raisonnement, la position que les nom-
bres occupent dans le Triangle.

Pascar distingue, dans ce tableau, quatre espéces de rangées :

Les Cellules d'un méme rang paraliéle, c'est-a-dire, les lignes
Liorizontales,

Les Cellules d'un méme rang perpendiculaire, c'est-a-dive, les colon-
nes verticales. :

Les Bases, c’est-a-dire, les cellules ap ... a;o dont les diagonales con-
sécutives forment, avec les deux cotés de Vangle droit du Triungle, des
hypoténuses de triangles rectangles isocéles.

Les Cellules de la dividende, c'est-d-dire, celles dont les diagonales
consécutives forment la perpendiculaire alal ... a’ abaissée du sommet

de I'angle droit sur les bases. Cette perpendiculaire elle-méme se nomme
la Dividende.
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Enfin, dans une méme base, deux cellules équidistantes des cellules
extrémes sont des Cellules réciprogques ; et le mot exposant signifie
simplement numéro d'ordre. ' )

Le nombre a}, écrit dans la Cellule qui occupe le sommet de T'angle
droit, est le Geénérateur du Triangle. Ce nombre est arbitraire ; mais,
conformément aux idées de son temps, Pascar ne l'entend que d’un
nombre entier et positif. Ses démonstrations sont, cependant, générales
comme on le verra, et n'exigent pas cette restriction.

Tous les autres nombres inserits dans les cellules du Triangle se
forment au moyen du Générateur @aprés une loi unique, que nous
exprimerons par (%)

at = qvp ar—1
q g1 + 7 -

PascaL tire ensuite dix-neuf Conséquences de la loi fondamentale et
terine par un probléeme. Je traduis les énoncés de ces conséquences
en notations algéhriques. J'y ajoute Plapercu de la démonstration de
PaAscarL, )

C. L

I
I
1

0

0 -

.. b g == i o g o e
HE. al.._(c]_. alq_

En ecffet, pour la premiére ligne ou la premiére colonne, «

ou a—i
1 ¢
est nul, dans la loi fondamentale.

o
g~

\ . . - y—

C. 1L ab = ab=l - ap=t - ... —{—ag 1,
Se dédult de C. T par substitutions suceessives (#%),
Y . = gl 2 ... ;

C. I ar a_, ~+- a + ab_,.

Méme démonstration,

(*) En langage courant « le nombre d'une cellule s'ohiient en ajoutant le
nombre de la cellule qui la précede & celui de la cellule qui la surmonie ».

(#) LEn recourant au texte de Pascar, on y remarque des pseudo-fractions,
dont ls numérateur et le dénominateur sont séparés, dans certaines éditions,
par une parenthése horizontale ; en d'autres, par un simple irait. Cette
parenthése, ou ce trait, sont un signe d’égalité entre le numérateur et le
dénominateur de la pseudo-fraciion.

Cette notation, propre a Piscar, na ea aucun sucees.
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C. IV. (%) af — o} =aptf apt 4 o o “;;x
‘ot ta,
+ ap=t - ap—? - e - al.
En partant de C. III, on a

Gt ot ta

a Y - qp—1 - . 1
g~.1 a’}l;_ 2 a’g_g aq_g
= — s 1
a;z alp + a{o 1 + al

d’ou, par substitutions suceessives, et remarquant que, d'aprés C. ]
af== a3, on a le théoréme.

H

= q4.
C. V. aﬁq’ af

La proposition est vérifice dans la deuxidme base, car d'aprés C. ]I,
2 = gl = gl,
al al aﬂ

Si elle est verifiée dans la (p -~ ¢ — 2)¢me bage, elle Pest necess aire-
ment dans la (p 4 g — 1)ome,

Supposons, en effet, que l'on ait
P = q9—! et ar—l = qq
Y =9 ? 21

D’aprés la loi fondamentale

P — qpP ap—-1. ad = q4 ay—1,
aq aq.—1+ 7 "’ 4 zz-1+ P

(*) La démonstration de PasosL est générale ; mais, il ne donne I'énoncé
général de la Conséquence que dans 1'Avertissement qui la suit. Dans I"énoncé
du début, il fait o] =1,
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Done, ab = ag. *
C. VL a{’—f—a;’—}—---—f—ag:a;-}-a;-{—---—}-ag.

Se déduit de C, V.
C. V1L
(g~—~1 2 } — D [g—1 g—2 1. ... 2 1
af - ag=l4- . “_, -+ al =2 [ag—t + Ly R a_,+ aq_l].
Posons pour abréger, ce que PasCAL ne fait pas,
q ces 1 — -1 1 =
aj 4 - 4 a=s, et ag-14-... 4 Ty =8, -

D'aprés la loi fondamentsle

-l — q¢—1 1. pqg—2. —2 — yq—2 -3 .
ag ag—t -+ ag—*; i~ = ag=* +ag3;

a3 = 3 2 . 2 — 2 1
q—2 aq-s + aq—2 ’ aq—-l aq.-.z + aq_l'

Additionnant membre a membre

— 1 — —1 Qog—2 g — e
s, (aq +a9) = af—! + 209-2 4 2043 4 - 4 2&2_2 + “;_1'
Mais, & cause de C. I,

l o= ¢ — qg—1 == gl
[Lq all dil aqq.

Done sq = 2s

—1

C. VIIIL s 2¢-1g1, ()

Se déduit de C. VII.

(*) Ce raisonnement mérite toute l'attention. Les démonstrations par in-
duction compléte étaient couramment employées par les Grees. Mais, c’est
Pascar, qui donna a Dlinduction la forme par récurrence telle que nous la
pratiquons aujourd’hni, ‘

Voir, pour plus de détails, mon mémoire présenté a la Société Scientifique,
cilé ci-dessus.

("%) Dans les énoncés de C. VII et C.IX PascaL suppose a{ =1; il les
généralise dans les Awertissements.
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C. IX. sq:sq+1—{—sq_2+‘..+sl+a}.

Se déduit de C. VII.

C. X.
ag -+ ag-—l + -+ az-'Z’"}'l =2 [ag"1 + ag—’ + o agj—@] — ag—.”.

En effet ag = a;}—l ; ag——l = ag——l + ag 2
—q+2 = qq—p+1 —p+2 . 13—+ = qg—p+1 —p
ag—g+ %_1;% + g ag=r a5t + ag=r.

Additionnant membre a membre, et remarquant que seul le terme
ag*‘z’ n'est pas répété deux fois dans les seconds membres, on a le théoréme.

¢. XL af = 2P~ == 2qP .
» P —1
. 9 — =1 . Sie A’ anres 7 —L — 1}
Car ab=ap +ab_ ;5 wals, Capres C.V, ab~t=ab_ .
ar
. 1
C. XIL. ot P
b1 q
7
a; 1
La proposition est vérifice dans la 2° base, car d’aprés C. I,? =

§ 1
Or, si la proposition est vérifiée dans la (p 4 ¢ — 1)¥™¢ base, elle
Pest dans la suivante (¥).

Considérons, dans la (p 4+ ¢ — 1) base, trois nombres consécutifs,
ab—? aﬁ;, aﬁqﬂﬂ. Par hypothese,

g+1?
“ho_p—| “ P,
i P Ly, =P
ag q (‘ng g—1

(%) PascaL énonce & cetle occasion, sous forme de régle générale, le pro-
cédé d'induction compléte par récurrence.

Posons p + g = m + 1, faisons a} = I, et appliguons le théoréme aux com-
binaisons simples, comme Pascarn le fait, dans la prop. 5, De combinationibus.
11 vient

y —
Cm - i3

m—p+1 cr—1
4

formule faisant date dans la théorie des combinaisons et des coefficients du
binome, qui se calculaient jusque 14, par la formule
— n—1
C£1 - ("gz—l + Cm—l'

Voir & ce sujet, PavrL TaNNERy, dans IM, question 615 (t. 3, 1896-98).
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On tire de (1)

Gt pte—1
ap - q ’
q

mais  aqpr-l! -
g+ + aq “g-,w

d'ott
Yo _ ptg—1
ab - q (“)
q

On tire de méme de (2)

af - qp+}
9 "%~ p+g—1 .
ag = 0 H mais agr{—agj%:agﬂ
d’ou
1 p+1 '
4 _ptg—1 (
— " 8)
q

divisant membre & membre () par (8},

ap
g+ P .
=g G QFD
q
. apv
C. XL, R o bl
ab b 1
D’aprés C. XIi,
—1 P
(Lg — p—l . dou ag 1—}-6&5 1 _p+9“2
» —1 ap—1 - i
ab q y p-—-1
mais —1 ==
nai ap=t a2, ap.
a? 1 o
. q P1Tqg—2 . .
C. XIv. “5_1 = 7 z T Méme démonstration.
apd-ap 4 4 ar
C. XV, P 2_{; Y pte—1,
ap q
D’aprés C. II, ap - ap 4 o L ah = ar+l,
2 7
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ap+l .
Or, C. XII donne y  _ ptg—1,
ar q
q
C. XVI wrag+—+9 _ pt1
N . a{ﬂ-l +a§+1+ _}_agi-: 7 — 1

D’aprés C. I,

ap - ag+...+ag=ag+1; aglo+x+ag+x+... +a§,’ii=agff-

ap+1
is. d’apre g _ pF1
Mais, d’aprés C. XII, T T
q=1 El
—1 ae 1
atapitota

C. XVIL
ar+-ab | 4 Af-ap q

! 9 —1 . 1
D’aprés C. III, ag—!—a{; 4 —f—aq—ag+1.

D'aprés C. II, ar -+ ar_, 4o 4 ap = af;:H'

ap
Mais, d'aprés C. XIJ, ;3: =2.
aq ‘ q
af 4 af + -+ af

C. XVIIIL.
af + ag + - +a%

=L
p

D'aprés C. VI, ap- a4 ab = a}l’—}- a;—}— e .

Apres cette remarque, PAscaL regarde la conséquence comme démon-
trée. En effet, d’aprés C. III,

1 | SR =
G at ooy,
d'aprés G, II, o+ ad = af = ag+1.
ad
Yoy ryas v+l _ 9.
et d’aprés C. XIJ, 2 =
?
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C. XIX GH_ -1
) ’ dap 2p

Faisons p ==g¢ dans C. XIII, il vient

art! 9 ab 2
_agj:l_ = —;—, de méme, az:-‘ = —;—'-,
P4t »
d'ott Bh_ _%n (1)
4ar 4ap—1
P P
Mais on peut écrire (*)
Go _ 1 B %
dap— T 4 Tap Tt @
? P P
- ap 2n — 1 [27:4 2
Mais C. XIV donne —2F- — P ; C. XIII donne L _ -2,
ap P ap=1 1
» P
ab op— 1
substituant dans (2) xR .
’ ’ 4ar-1 2p
»
ap+1 Dy l
ubstituant dans (1 ril P
. substituant dans (1) o % )
'
PrROBLEME. Colculer ap, connaissant p, q et al.
On peut écrire, en remarguant que a; o = al (acause de C. 1)
» p—1 3 2
%Y o e S s Latp2
al  gp-1 ap—2 a? al
1 71 7+2 g-+p—2 1

(*) PascaL nomme le produit —Z— pd 7} de deux rapports, Ia raison composée A

de la somme de ces rapports, ce qu'il éerit % + —Z- , le signe + ayant ici le sens
multiplié par, -
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Or, C. XII donne

p— 2
% _ ¢ . M4n g1 @, _gFp—2
aﬁq’;i o p—=1 ag;; »—2 a 1
ap Ly —2
Toil e _ 4@+ lg+p—2 *)
al o —1)1

Une remarque encore pour términer.

PAscaw joint de nombreux petits mémoires 4 son Traité duw Triangle
arithmétique, les uns en Irancais, d'antres en latin. Dans ces mémoires
il renvoie souvent an Traité du Triangle. On avait observe que, dans
les mémoires latins, le numeérotage des Conséquences était d'ordinaire
trop faible d'une unité, ce qui ne laissait pas que de dérouter le lecteul
non prévenu. Le fait vient de recevoir une explication, qu'on soupgonnait
Qailleurs. PASCAL avait primitivement écrit le Traité du Triangle en
latin. On le croyait perdu, mais on vient d’en découvrir récemment, 4 la
Bibliotheque de Clermont, un exemplaire tout imprimé, comme les autres.
On sait que cette Bibliotheque posséde de nombreuses plaquettes
rarissimes provenant de la succession de PascaL, et T'édition latine du
Triangle fait partie de ce legs. Dans cette édition les Conseéquences 11
et 11T sont réunies sous le méme numéro,

Le Traite latin a éteé réédité, pour la premiére fois, dans les’ Fuvres
de BLAISE Pascar publides dans la Collection : Les Grands Ecrivains
de la France, t. XI, Paris, Hachette, 1914, pp. 366-380.

(¥) Dans la remarque (monitum) qui termine son traité De combinationibus,
PascAr iraite le méme probléeme pour les combinaisons simples et trouve la
formule, qui lui a été communiquée, dit-il, par M. pE GAGNIERES.

cpm(Mm—1D ... (m—p-1) .
m p!

Cest & tort que VEncyclopédie des sciences mathématiques pures ot appliquées
(Bd. irangaise, t. I, vol. I, fase, I, p. 84.) dit que PascaL n'a pas donné la
formule CP, sous la forme d’un produit de facteurs.
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VALEURS CRITIQUES CONCERNANT LE POIDS D’UN -NOMBRE
PREMIER ET LE POIDS TOTAL D’UN NOMBRE COMPOSE,

par M. H. pe Mo~TILLE (Oran).

I. DEriNiTIONs. Nous désignerons par r (¥) ou 7, la fraction
=T ; sl de plus y est un entier premier absolu, nous appel-

lerons » () son poids ; et nous nommerons poids fotal dun
nombre enlier quelcongue & la somme @ (&) des poids des facteurs
premiers, distincts, de ce nombre.

2. PROBLEME. Résoudre les équations ou inéquations
@ Pri=sl @ <@ ©® T,

dans lesquelles P est un nombre positif donné, s (x) la somme
de lous les diviseurs du nombre entier x (sans U'en excepler), et
I (x) la fonction numérigue égale au quotient de x par s (x).

Ces équations n’ont pas de solution oy & ne soit pas entier,
car elles ne gardent de sens qu’a ce prix. (*).

3. THEOREME. Awcun nombre entier ne peut vérifier les
équations ou inéguations (1), (2), (3), lant que son poids tolal ne
dépasse pas »

) !

20 F =)

Log P désignant le logarithme népérien de P et =, la valewr de

Log P,

. r* (y)
©) T r* (y)]

g 3N
poury égal aw plus petif diviseur a de x plus grand gque 'unilé.

(*) Et a toute valeur entiére arbitraire prise pour x correspond un nombre
positif P > 1 tel que a soit solution. ‘

Dans les cas on P est entier la résolution de P’équation (1) donne les nombres
parfaiils (P = 2), et les nombres « sous-multiples de la somme de leurs parties
aliquotes, ces nombres x, qu'on pourrait appeler aliquotaires de coefficient P,
ont été fort étudiés par FErMaT et DrscarTes,




